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1. Verteilung der Summe von Zufallsvariablen

Fiir zwei stetige Zufallsvariablen X und Y mit gemeinsamer Dichtefunktion fxy
gilt (ohne Beweis), dass ihre Summe S = X + Y die folgende Dichte hat

fs(s) = /fX,Y(x,S—x)dx.

Im diskreten Fall, wenn W, Wy C 7Z, gilt dquivalent dazu

P(S =s)= i P(X =4,Y =5—1).

1=—00

Bemerke, dass fiir unabhéngige X, Y gilt fx v (z,y) = fx(x)fy(y) fir alle (z,y) €
R?, bzw. P(X = 2,Y =y) = P(X = 2)P(Y = y) fiir alle (z,y) € Z.

a) Bestimme sowohl im stetigen als auch im diskreten Fall die kumulative Ver-
teilungsfunktion von S.

b) Seien X; ~ Poiss()\;) unabhingig mit A\; > 0 fir 1 < i < 2. Zeige, dass
S = X; + X einer Pois(A; + A\y) Verteilung folgt.
Tipp: Verwende den binomischen Lehrsatz: (z + y)" = > 7, (7)a*y"*.

c) Sei (Xy,X3) ~ N(p,2) ein zweidimensional normalverteilter Zufallsvektor,

2
mit g = (pq, o) und ¥ = o1 01029> , wobei g := Corr(Xy, X3). Zeige,

01090 03
dass gilt
S = X1+ Xo ~ N(p1 + pa, 05 + 03 + 201020).

Tipp 1: Betrachte zuerst den Fall 1y = py = 0. Verwende dann, dass fiir
allgemeine p; € R gilt (X1, Xa) — (1, p2) ~ N(0,X).
Tipp 2: Sein := /1 — p?> und py = pp = 0, dann ist die Dichte von (X7, X5)
1 1 [u? v* 20uv
fX17X2(u7U)_—eXp< |:_+__ 0 })
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Bitte wenden!



Tipp 3: Nach einsetzen von © =  und v = s — x, bringe den Ausdruck in-
nerhalb von exp auf die Form a(x?+ 3s%+~zs). Danach ergiinze quadratisch,
so dass dieser Term als a(x — ds)? + es? geschrieben werden kann.

Erinnerung: Das Integral iiber die Dichte einer eindimensionalen Normal-

verteilung ist
1 (z — p)?
——— | dzx=1.
/ V2mo? P ( 202 v

2. Betrachten Sie folgenden Normalplot von einem Datensatz.

Normal Q-Q Plot

Empirische Quantile
3
|

Theoretische Quantile

Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Begriinde deine Antwort.
a) Die Daten kénnen gut mit einer Normalverteilung modelliert werden.

b) Als theoretische Verteilung wird im Normalplot die Standardnormalvertei-
lung verwendet.

c) Die kleinste Beobachtung im Datensatz ist ungefahr 0.

d) Der empirische Median ist kleiner als 2.

3. Die folgenden sechs Figuren stellen Quantil-Quantil-Plots mit Stichprobenum-
fang 50 verschiedener Verteilungen gegen die Normalverteilung dar. Es wurden
also 50 Datenpunkte entsprechend einer gegebenen Verteilung simuliert (dies fiir
sechs Verteilungen) und jeder dieser sechs Datensétze wird nun in einem Nor-
malplot eingezeichnet.

Siehe nichstes Blatt!



Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

o
° S o o °
00
<
o
v
0 o © o N
L2 o 2 2
E] =] 1S °
g g g °
& & o | & 7 °
) o o )
Q Q Q
g « £ g £
I I j® g O
» » »
ol
? ] T
-
o
o © Qo 000
T T T T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles
Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot
N
° °
~
<
-
1% 1% — — 1%
2 2 2
= =] =]
@ @ © - & 2
Q Q Q
E o £ =
© © ©
» » »
b=
o o
| |
Qo 00 °
T T T T T T T T T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

Folgende Verteilungen wurden simuliert: Je einmal N (0,1) , N (2,1) , NV (1,2%),Uni[—1, 1]
sowie zweimal die Verteilung von Y := Z — 2 wobei Z ~ Exp (1).

Bestimme bei jeder Figur welche Verteilung simuliert wurde und begriinde deine
Entscheidung.

Wir betrachten eine stetige Verteilung mit folgender Dichte:

T x>1
0 r <1

wobel o > 0 ein unbekannter Parameter ist. Wir wollen den Parameter o aus
einer Stichprobe schétzen.

a) Bestimme die Likelihood- und die log-Likelihood-Funktion basierend auf n
unabhéngigen identisch verteilten Beobachtungen x1,...,x, einer Zufalls-
variablen mit obiger Dichte.

Bitte wenden!



b) Bestimme den zugehorigen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir «. Schreibe
zuerst die allgemeine Formel fiir n Beobachtungen hin und berechne den
Schétzer dann fiir die folgende konkrete Stichprobe:

T o X3 Ty Ty
120 40 6.9 279 154

c) Bestimme den Momentenschitzer fiir «, wieder zuerst allgemein basierend

auf n unabhéngigen Beobachtungen x4, ..., x, und dann fiir obige Stichpro-
be.

Hinweis: Der Momentenschétzer setzt voraus, dass o > 1 ist; warum?

d) Vergleiche den Maximum-Likelihood- und den Momentenschétzer fiir obige
Stichprobe. Ist der Momentenschétzer hier sinnvoll?

5. Wir betrachten die geometrische Verteilung. Zur Erinnerung: dies ist eine diskrete
Verteilung mit Wahrscheinlichkeitsfunktion

PX=z2)=(1-p)*'p, 2=1,23,...

wobei 0 < p < 1 die Erfolgswahrscheinlichkeit ist. Eine geometrisch verteilte
Zufallsvariable beschreibt die Anzahl Versuche bis zum ersten Erfolg bei un-
abhéangigen Bernoulliversuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Wir wollen den
Parameter p aus einer Stichprobe schétzen.

a) Bestimme die Likelihood-Funktion basierend auf n unabhéngigen identisch
verteilten Beobachtungen z1, ...z, einer geometrisch verteilten Zufallsva-
riablen.

b) Bestimme den zugehorigen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p.

c) Bestimme den Momentenschitzer fiir p (wieder basierend auf n unabhéngi-
gen Beobachtungen x4, ..., z,). Vergleiche mit dem Maximum-Likelihood-
Schétzer.

d) Angenommen du hast nur eine einzige Beobachtung z einer geometrisch ver-
teilten Zufallsvariablen. Wir konnen das Experiment dann auch folgender-
massen interpretieren: es wurden x unabhéngige Bernoulliversuche durch-
gefithrt und dabei wurde genau ein Erfolg beobachtet. Schreibe die Likelihood-
Funktion fiir dieses Experiment auf: was ist der Unterschied zu der in a) ge-
fundenen Likelihood-Funktion (fiir n = 1)? Warum erhélst du den gleichen
Maximum-Likelihood-Schétzer?

Siehe nichstes Blatt!



Abgabe: 18. oder 19. November.
Priasenz: Montag und Donnerstag, 12:00-13:00 Uhr im HG G 32.6.
Homepage: https://metaphor.ethz.ch/x/2019/hs/401-0603-00L/



